8. Petrinetze und Workflows Ein anschauliches Beispiel

* GBIS-Rahmen: Einordnung * Petrinetz

Anwendung

aten !teuerung Funktionen

SW-Architektu

¢ Elemente der Petrinetz-Theorie

- statische und dynamische Elemente
- Beispiele

¢ Markierungssituationen und Ablaufstrukturen

- Aktivierung/Schaltbarkeit
- Kontakt/Konflikt

¢ Vergroberung/Verfeinerung von Petrinetzen

¢ Systemklassen

- Bedingungs-/Ereignis-Systeme
- Stellen-/Transitions-Systeme (S/T-Systeme)

* Dynamische Eigenschaften

- Erreichbarkeit, Netzdynamik
- Lebendigkeit und Sicherheit

¢ Relationenmodell und Workflows

- S/T-Systeme mit individuellen Marken
- Pradikat/Transitions-Systeme

1. B. Baumgarten: Petri-Netze — Grundlagen und Anwendungen, 2. Auflage,
Spektrum Akademischer Verlag, 1996
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Allgemeines Statische Elemente

e Petrinetze * Darstellungselemente
- Grundlage: Dissertation von C.A. Petri (1962)2 - Stellen, dargestellt durch Kreise
- Hilfsmittel zur Modellierung und Evaluierung von
nebenlaufigen Systemen

+ insbesondere Veranschaulichung des Informations- und
Kontrollflusses

» geeignete Basis zur Untersuchung formaler Eigenschaften I
(von Teilklassen von Petrinetzen)

- Transitionen, dargestellt durch senkrechte Striche oder Rechtecke

* viele Spezialisierungen und Weiterentwicklungen
(shdhere* Petrinetze) - Kanten, die Stellen mit Transitionen (und umgekehrt) verbinden

- Hinweis: Stellen bzw. Transitionen werden untereinander nicht verbunden

[ \iele Systeme zur Geschaftsprozessmodellierung und zum
Workflow-Management beruhen auf diesen Konzepten * Bedeutung der Darstellungselemente

- Ein Petrinetz beschreibt immer gewisse statische Beziehungen zwischen

* Einsatzgebiete/Anwendungen den Komponenten eines Systems, wobei Stellen passive Komponenten

Beschreibung von und Transitionen aktive Komponenten darstellen
- kommunikativen Zusammenhéngen zwischen Systemkomponenten - Stellen (oder Zustande, Bedingungen, Platze, S-Elemente genannt) stehen
- kausal-logischen Beziehungen zwischen Systemkomponenten fur die momentane Lage eines Systems bzw. den Stand des Prozesses

- Transitionen (oder Ereignisse, Aktionen, T-Elemente genannt) bewirken

- parallelen Prozessen S
den Ubergang in einen neuen Zustand

- Handlungsablaufen und Informationsflissen
- Analogie: endlicher Automat

2. C. A Retri: Kommunikation mit Automaten, Dissertation, TH Darmstadt, 1962
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Statische Elemente (2)

¢ Def. 1: Petrinetz

Ein Petrinetz ist ein Tripel N = (S, T, F) mit

SNT=9
FC(SxT)u(TxS).

Die Elemente von S heil3en Stellen, die von T hei3en Transitionen.

Beide zusammen werden als Knoten bezeichnet. Die Elemente der

Flussrelation F heilen Kanten.

* Beispiel
S1

{s1,80, 835 T = {tq, tp}

-n
1

t
_\ S5

ta

= {(s1, 1), (1, tp), (s2, 1), (s, to), (L4, 83), (12, S3) }

* Ein Petrinetz ist also (zunachst einmal) nichts anderes als ein

bipartiter Graph®
Sq

3. Ein bipartiter Graph ist ein Graph, dessen Knoten so in zwei Mengen zerteilt werden
kdnnen, so dass jede Kante je einen Knoten aus beiden Mengen verbindet
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Statische Elemente (3)

¢ Def. 2: Vorbereich, Nachbereich

Die Menge der Vorganger-Knoten P(x) eines Knotens x € S U T bezeichnet
man als den Vorbereich von x.
Schreibweise: ex

Formal: ex:={y|(y,x)e F}

Die Menge der Nachfolger-Knoten S(x) eines Knotens bezeichnet man als
den Nachbereich von x.
Schreibweise: xe

Formal: xe:={y|(x,y)e F}

* Beispiel

~ -

Vorbereich von t Nachbereich von t



Statische Elemente (4)

¢ Def. 3: Schlichtes Netz, Schlinge

Ein Petrinetz heil3t schlicht, wenn keine zwei Knoten denselben Vor-
und denselben Nachbereich besitzen, d. h. wenn

VX, y:oX=6y AXe=yo —> X=Y

Ein Petrinetz besitzt eine Schlinge, falls gilt:
Jse S, te Tmitsec st nte

Ein schlingenfreies Petrinetz heiflt auch rein.

* Beispiele
Sq t1
S2
LIty

S2

Statische Elemente (5)

* Def. 4: Strukturvorschrift zwischen Zustéanden und Ereignissen

Jedes Ereignis setzt eine exakt definierte Menge realisierter Zustéande
(Vorbedingungen) und/oder eine exakt definierte Menge von erreichbaren
Zustanden (Nachbedingungen) voraus.

... oder anders ausgedruckt:

Jeder Zustand wird durch mindestens ein Ereignis aufgehoben (beendet)
und/oder durch mindestens ein Ereignis eingeleitet (realisiert).

* Beispiel
Produkt A

O\‘ Produkt C
Produkt B Q

chemischer
Umwandlungsprozef

* Folgerungen

- Zustande bzw. Ereignisse sind im Rahmen der Petrinetz-Theorie stets durch

ihre unmittelbare, lokale Umgebung festgelegt bzw. beschreibbar

- Dass ein auslosender Zustand selbst wieder durch ein Ereignis realisiert wur-
de, ist fir die Beschreibung des nachfolgenden Ereignisses unmittelbar nicht

bedeutsam

[_Dadurch wird die modulare Modellierung von Systemen ermdglicht,
d. h., Zustandsknoten kdnnen selbst wiederum Ergebnis oder Ausloser
von Ereignissen sein (siehe Vergroberung und Verfeinerung)
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Dynamische Elemente Dynamische Elemente (2)

 Markierungen (Marken, token)* * Def. 5: Schalten eines Ereignisses

Ein Ereignis kann (muss aber nicht!) in der Petrinetz-Theorie nur dann stattfinden
(,schalten®), wenn es aktiviert ist. Ein Ereignis heiflt (in einem Ein-Marken-Petri-

- Sie werden zur Darstellung von Ablaufen in Petrinetzen eingesetzt

- Jeder Zustand (jede Bedingung) in einem Netz, der (die) eingetreten

(erfiillt) ist, wird mit einer Marke belegt netz) aktiviert, wenn

a) alle seine Eingangszustande markiert sind und

- Beispiel
b) alle seine Ausgangszustande markenfrei sind.
Produkt A [_Blei Ereignissen, die keine Eingangszustande aufweisen, gilt b).
Entsprechend gilt a) fir Ereignisse ohne Ausgangszustande.
Produkt C
D—»@ ¢ Schaltbare Ereignisse?
Produkt B chemischer
Umwandlungsprozefl ( j ( > ( ) ( >
1 2
- Sind fir ein Ereignis nicht alle notwendigen Bedingungen (Voraussetzun-
gen) erfiillt, so kann dieses Ereignis aufgrund der kausal-logischen Zu- Q—’ 4’@ Q—' 4’@
sammen-hange nicht stattfinden 3) @)

¢ Ein-Marken-Petrinetze

Wir beschranken uns zunachst auf Petrinetze, die pro Zustand maximal

eine Marke haben kénnen
[_Hin-Marken-Petrinetze missen stets schlingenfrei sein

4. Petrinetze, bei denen weder Schaltregeln noch Anfangsmarkierungen festgelegt sind,
heifen auch Kanal/Instanzen-Netze.
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Dynamische Elemente (3) Analyse des Schaltverhaltens

¢ Schaltregel (auch Transitionsregel genannt): e Schalterraum einer Behoérde

Findet ein Ereignis (ein ,Schaltvorgang®) statt, so werden seine Marken
von seinen Eingangszustanden entfernt und seine Ausgangszustéande mit B frei( ® |
je einer Marke belegt (sie gelten nun als realisiert bzw. wahr). s,

o A gibt
* Beispiel Antrag ab Sg B arbeitet S, Ts

B gibt
A Bescheid

(a) (b)

OO O
realisierte (noch) nicht nicht (mehr) realisierte

Vorbedingung realisierte realisierte Nachbedingungen A wartet
Nachbedingungen Vorbedingung

Ty

+ Anwendung der Schaltregel® betritt Raum

A verlant
- Eine Transition muss nicht sofort schalten, wenn ihre Vor- und L S3 Raum Se

Antragsteller AT

Nachbedingungen erfiillt sind @4— <_Q

- Falls also zu einem Zeitpunkt t mehrere Transitionen schaltbereit sind, Raum T, A st fertig
so heift dies nicht, dass diese auch alle gleichzeitig schalten missen frei

Zeit-

Wt Markierung der Stellen Schaltende Transition
pun

¢ Schalterraum einer Behorde modelliert durch ein Petrinetz

(siehe nachfolgendes Beispiel) St | S2 | S3 | S4 | S5 | Sg | S | Ty | T2 | T3 | Tqg | Ts

- Der Schalterraum einer Behorde ist mit einem Beamten B besetzt, der 0 X X

fur die Bearbeitung eines Antrages zustandig ist. Die Bearbeitung erfolgt
in Anwesenheit des Antragstellers A. Aus Datenschutzgriinden darf

stets nur ein Antragsteller den Raum betreten. 2

5. In einem Petrinetz gibt es weder ein ZeitmaR oder noch einen Zeitfluss. Als einzige wichtige Zeiteigenschaft

wird eine partielle Ordnung zwischen den auftretenden Ereignissen definiert. 4
Das Schalten von Ereignissen unterliegt einem Nichtdeterminismus. Wie ggf. mehrere aktivierte Ereignisse

schalten, ist nicht modelliert. Es kann zuféllig sein oder ,von aufen* ausgeldst werden. 5
Das Schalten eines Ereignisses ist ,zeitlos“ und deshalb kénnen zwei Ereignisse nie ,gleichzeitig” schalten.
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Markierungssituationen — Markierungssituationen (2)
bei Ein-Marken-Petrinetzen

¢ Konflikte: Es existieren zwei Arten von Konflikten

* Allgemeine Regeln - Verzweigungskonflikt (branch conflict)

- Jedes Ereignis I6scht beim Schaltvorgang die jeweils einzige Marke aller

- Wettbewerbskonflikt (meet conflict)
Stellen im Vorbereich

[_Sie erfordern entweder einen Eingriff von auRen (exogene Konfliktldsung)

- Haben mehrere Ereignisse denselben Vorbereich, so kann deshalb nur oder eine ,eingebaute” Entscheidungsregel (endogene Konfliktissung)

eines davon schalten

[ Welche kausal-logischen Strukturen kénnen auftreten und welche * Verzweigungskonflikt
Probleme hinsichtlich Schaltbereitschaft konnen sich evtl. ergeben? Zwei (oder mehr) Ereignisse haben denselben Vorbereich. Tritt die Situation ein,
dass alle Stellen im Vorbereich markiert sind, so gibt die Schaltregel keinen Auf-
 Aktivierung (Schaltbarkeit, Concession) schluss dariiber, welches Ereignis schalten soll.

1

O
O

s
O " 7 ;
N N S

[_[bsungsmaoglichkeiten:

O
O

vor dem Schalten nach dem Schalten 1. Der Modellbenutzer (exogen) bestimmt das schaltende Ereignis
2. Eine integrierte Entscheidungsregel lasst die Ereignisse schalten,
z. B. alternierend oder gemaf vorgegebener relativer Haufigkeit
¢ Begegnung (Contact) e Verzweigung mit alternierendem Schalten

1

)

0
p
Mindestens eine Ausgangsstelle ist bereits markiert, das betroffene C

Ereignis kann deshalb nicht schalten
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Markierungssituationen (3) Markierungssituationen (4)

« Wettbewerbskonflikt ¢ Konfusion
1

Konfusionen entsprechen verflochtenen Konfliktsituationen.
Ihre Auflésung erfolgt prinzipiell analog der einfachen Konfliktregelung.

(@)

Man unterscheidet zwei Arten von Konfusionen.

A
CB * Symmetrische Konfusion

2 1 c
[ Tbsungsmaoglichkeiten wie beim Verzweigungskonflikt =©
* Auflésung des Wettbewerbskonfliktes durch alternierendes Schalten A
A 1 D
O— ) : O
B
o B C E

B 2
* Haufigkeitsbasiertes Schalten? * Asymmetrische Konfusion
1 A 1 B 2 D
O—A 01O




Ablaufstrukturen Vergroberung/Verfeinerung von Petrinetzen

Zusammenstellung wichtiger Ablaufkonzepte als Petrinetz-(Teile) e Def. 6: Teilnetz, Rand
Ein Netz N’ = (S', T, F’) ist ein Teilnetz des Netzes N = (S, T, F), wenn
t1 t2 S¢S, TcT,und

O_.D_,Q_,D —() F=FA((SxT)u(TxS)).

Der relative Rand eines Teilnetzes (beziiglich des Gesamtnetzes) sind diejenigen
Alternative (Konflikt) Knoten, die tUber Kanten mit dem Restnetz verbunden sind.

t 2 Rand (N, N)={xe S'UT |xe Uex\ (S UT) =2}

: 7 ( ) ( > Vor- und Nachbereich sind bezuglich N zu verstehen.
3 4 Stellenberandet heillt das Teilnetz N’, wenn Rand (N’, N) = S’ und transitions-

( ) berandet, wenn Rand (N, N) c T".

Sequenz

Iteration * Beispiel
= 51 t R
S2
t2 S3 t3 D
Nebenlaufigkeit —> ,
2 Sa b S5 NJ
o SO 0
N=(S, T, F) mit S = {s4, Sy, S3, S4, S5}
B T= {t, t, t3, tg}
’ ( ) F = {(s1, t4), (t4, 82), (82, t2), (2, 83), (83, t3),
(t3, 1), (t3, S4), (4, ta), (L4, S5), (S5, 1) }
Synchronisation N’ = (S,, T, F') mit S’ = {82, s3, 85}

1

a T = {tp, t4}
( ) O F' = {(s2, t2), (2, s3), (14, s5), (55, L)}
( > ¢ Was ist ein stellenberandetes Teilnetz N“ von N?
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Vergroberung/Verfeinerung (2) Vergroberung/Verfeinerung (3)

Netztransformation e Dining Philosophers (Ausschnitt)

- Vergréberung: Ein transitions- bzw. stellenberandetes Teilnetz wird durch eine

Philosoph

Transition bzw. Stelle ersetzt (Beachtung der Strukturvorschrift!) dorkt | ¥
- Verfeinerung: Dies ist eine Umkehrung der Vergréberung
Einsatz
Philosoph

- in der Entwurfsphase nimmt Gabel
- bei der Darstellung unterschiedlicher Sichtweisen des Systems
Vergréberung linke Philosoph rechte

Gabel int Gabel
bedeutet beziiglich des modellierten Systems meist eine lokale Abstraktion, eine
Gruppierung von zusammenhangenden Zustanden und Ereignissen zu einem
Ganzen, das nach auRen nur noch Zustands- oder nur noch Ereignischarakter ———

ilosop

hat. legt Gabel hin

Beispiel: Schachsystem

* Verfeinerung der Stelle ,,Philosoph denkt*

Schachpartner-System . .
(Denken hangt vom Flllgrad des Magens ab)
Magen
Sp. 1 Sp. 2 zu voll
zieht Zieht

=

G

4

P.
P. denkt .
philoso-
ans Bett phiert

Magen
leer




Systemklassen

e Einfiihrung mehrerer Systemklassen

Bedingungs-/Ereignissysteme (B/E-Systeme)
Stellen-/Transitionssysteme mit anonymen Marken

Stellen-/Transitionssysteme mit individuellen Marken

[_Skeigende Komplexitat, aber auch Flexibilitat

¢ B/E-Systeme

Systeme, in denen lediglich das Gelten oder Nichtgelten von Bedingungen
interessiert, die durch Ereignisse eintreten oder beendet werden

Zur Modellierung werden S/T-Systeme (Ein-Marken-Petrinetze) heran-
gezogen, deren Stellen als Bedingungen und deren Transitionen als
Ereignisse interpretiert werden

Stellen tragen entweder eine Marke (Bedingung gilt) oder sind unmarkiert
(Bedingung gilt nicht)

¢ Def. 7: B/E-System

Ein Bedingungs-/Ereignissystem ist ein S/T-System Y = (S, T, F, K, W, M)
mit schlingenfreiem, schlichtem Netz N = (S, T, F) und der Stellenkapazitat

K =1, dem Kantengewicht W = 1 und einer Markierung M.

Bedingungs-/Ereignis-Systeme

* Voraussetzung fiir das Eintreten eines Ereignisses
(Schaltbereitschaft der Transition t)

Welche der beiden nachfolgenden Regeln im konkreten Fall anzuwenden ist,
hangt vom jeweiligen System ab, das durch das B/E-System zu modellieren ist.
- Regel 1

Voraussetzung fir das Eintreten eines Ereignisses t ist hier die Glltigkeit aller
Vorbedingungen des Vorbereichs und die Nichtglltigkeit aller Bedingungen

des Nachbereichs von t:8
Vseceot:Ms)=TundVsete:M(s)=F

- Regel 2

Ein Ereignis t kann eintreten, wenn alle Bedingungen des Vorbereichs erflllt
sind (d. h. alle Eingangsstellen von t missen markiert sein):

Vseeot:M(s)=T

e Erzeuger-/Verbraucher-System (verlustbehaftet)

: : E1 VA1 i :
Y Erzeugen Legen Holeny Verbrauchen

o sl -

i

Verlieren

6. Mit anderen Worten: alle Eingangsstellen von t miissen markiert sein und keine der
Ausgangsstelle von t darf eine Marke tragen (sie missen ,frei* sein)
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S/T-Systeme mit anonymen Marken aM-S/T-Systeme (2)
(aM-S/T-Systeme)

e Def. 8: StelIen-Transitions-System7

* aM-S/T-Systeme ) )
Ein 6-Tupel Y = (S, T, F, K, W, My) heil3t Stellen-Transitions-System

bzw. S/T-System, falls
(S, T, F) ein Netz ist,

- Erganzung des (statischen) Netzes um eine Kantengewichtsfunktion W,
die jeder Kante eine naturliche Zahl als Gewicht zuordnet

- Die Stellen s haben in einer Situation (Markierung M) als Wert eine natiir-

i ) . . K:S> NuU{} die Kapazitaten der Stellen (evtl. unbeschrankt),
liche Zahl von Marken M(s), die durch eine Kapazitat K(s) nach oben be- ) )
. W:F—|N die Kantengewichte der Kanten und
schrankt ist
Mo :S — Ng die Anfangsmarkierung angibt,

- Graphische Darstellung:
Stellen ohne Kapazitdtsangabe haben implizit die Kapazitat -~ und
Kanten ohne Gewichtsangabe haben implizit das Kantengewicht 1 .

wobei V s € S: My(s) < K(s).

Beispiel
- Beispiel

Bleche Scheibchen

Schrauben_ Muttern_ S1 S2
auspacken auspacken
1000

100 100
Muttern Lochbander S3 ] S4
Schrauben
Lochbleche

S= {sg,..5}
T= {t1,...,t3}

Schrauben- Schrauben- F= {(ty, s1), (t1, 52), (51, t2), (82, t3), (t, S3), (t2, 84), (13, S4), (84, t1) }

schliissel ’ Zusammenschrauben Zieher K= {(51, ). (S, ), (53 1) (50, )}
W= {((ty,s1).1), ((t1, 82).1), ..., (54, 1), 2) }
Mo = {(s4,0). (s2, 0). (s3, 0), (54, 2) }

Schraubobjekte

7. Manchmal unterscheidet man zwischen einem Netz ohne Anfangsmarkierung und einem solchen mit Anfangs-
markierung. Im zweiten Fall spricht man auch von einem S/T-System
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aM-S/T-Systeme (3)

¢ Def. 9: Aktivierbarkeit und Schalten von Transitionen

Eine Transition t € T heilt aktiviert unter M, geschrieben M[t>,
wenn

1. Vseeot:M(s)2W(s,t) L1
2. Vsete:M(s)<K(s)-W(t, s) 1

Wir sagen t schaltet von M nach M’ und schreiben M[t>M’, wenn t unter M
aktiviert ist und M’ aus M durch Entnahme von Marken aus den Eingangs-
stellen und Ablage von Marken auf die Ausgangsstellen gemafR den Kanten-
gewichten entsteht:

M(s) — W(s, 1), falls s € ot \te
M(s) + W(t, s), falls s  to \ o

Mts) = M(s) - W(s, 1) + W, s), falls s € to ot
M(s), sonst

M’ hei3t dann (unmittelbare) Folgemarkierung von M unter t.

Anmerkung:
Die Aktivierungsbedingungen und die vorstehende Definition der Folge-

markierung bezeichnet man auch als die Schaltregel (siehe Def. 5) des be-
trachteten S/T-Systems.

aM-S/T-Systeme (4)

¢ Schalten/Schaltbereitschaft — Beispiele

vorher

o

nachher

vorher

nachher

schaltbereit?

K=3

)

schaltbereit?




Dynamische Eigenschaften von Petrinetzen Erreichbarkeit

e Ziel: Allgemeine Aussagen liber das Schaltverhalten des Netzes * Def. 10: Erreichbarkeitsmenge, Erreichbarkeitsgraph
- Basis fur formale Analyse dynamischer Systeme im Vorfeld der Sei Mg eine Ausgangsmarkierung, dann bezeichnet [My> die Menge aller
Implementierung mdglichen Markierungen, die — ausgehend von My — unter Verwendung
- speziell auch wichtig fir Workflow-Management-Systeme der Schaltregeln erreicht werden kénnen. Man bezeichnet [My> daher

- hier: Beschrankung auf Petrinetze mit anonymen Marken auch als Erreichbarkeitsmenge des S/T-Systems.
Der Erreichbarkeitsgraph G(Y) eines S/T-Systems Y = (N, Mg) be-

* Wichtige Typen globaler dynamischer Systemeigenschaften schreibt, auf welchem Wege (d. h. mittels welcher Transitionen) eine be-

; . . N . .
- Erreichbarkeit: Ist ein bestimmter Systemzustand (Markierung) von einem stimmte Markierung M; € [Mo> erreicht werden kann:

gegebenen Zustand aus erreichbar? G(Y) = {(Mq, t, Mp) € [Mg>x T x [Mg> | M4 [t> M5 }
- Lebendigkeit gewahrleistet, dass das System nicht steckenbleibt.

- Sicherheit: Grob die Garantie, dass nichts Verbotenes geschieht

[_Slicherheit und Lebendigkeit zusammen bedeuten oft, dass das System
(mehr oder weniger) das Gewlinschte leistet. Es gehort jedoch noch der
Aspekt des Zielgerichteten dazu!

(Einsatz problemspezifischer Fortschrittsgarantien)

* Verschiedene Lebendigkeitsbegriffe

- Starke Lebendigkeit bedeutet, dass es tiberall im System immer wieder
zu Schaltungen kommen kann

- Bei schwacher Lebendigkeit kann es immer wieder irgendwo zu
Schaltungen kommen



Erreichbarkeit (3)
Erreichbarkeit (2)

* Beispiel 1:
 Hilfsbegriffe zur Erklarung der ,,Erreichbarkeit*
* Folgemarkierung (Def. 10a)

Es seien (N, My) ein S/T-Systemund w =t4 ... t, € T*. M(N) sei die Menge
aller Markierungen auf N. Eine Markierung M” € M(N) wird dann als eine

— bzw. wegen Eindeutigkeit ‘die’ — Folgemarkierung von Mg unter w t t3 2
bezeichnet.

Wir schreiben Mg[w>M", wenn

S3 1 S4
1. w= kM’ =Mgoder
2. IM e MN) : Molts -.tyq> M A M[t;>M” * Erreichbarkeitsanalyse (Bestimmung der Erreichbarkeitsmenge)
Nr. Sq S5 S3 Sy Schaltungen
¢ Schaltfolge
Mo
Wir bezeichnen w als eine Schaltfolge. Wir nennen w aktiviert unter M
und schreiben dafiir Mg[w>. M
Sind M; die jeweils erreichten Markierungen, d. h. v
2
Vi = 1, P o B Mi = Mot»] ti'
Dann heiRen My My ... M,, die w zugeordnete Markierungsfolge und Ms
Mo t4 Mq ty ... ty M,, die w zugeordnete (verallgemeinerte) Schaltfolge M,
Ms
¢ Menge der Schaltfolgen
Ms
Occ(N, My) :={w e T* | Mg[w>}

* Erreichbarkeitsgraph:
* Erreichbare Markierungen

Eine Transition t eines S/T-Systems ist aktivierbar, wenn eine Schaltfolge

w mit Mg[wt> existiert. Folgemarkierungen unter beliebigen Schaltfolgen

nennt man erreichbare Markierungen des S/T-Systems. Diese Menge
Mo>n = {Mow |we T7}

wird daher als Erreichbarkeitsmenge des Systems bezeichnet.



Erreichbarkeit (4) Erreichbarkeit (5)

I Beispiel 3:
» Beispiel 2: eispiel 3 ty
Sq Sy
t1 tg 2
S3
* Erreichbarkeitsanalyse:
* Erreichbarkeitsanalyse: Nr. S1 2 S3 Schaltungen
Mo 1 0 2 ty — My
Nr. Sq Sy Schaltungen ty — M,
Mg 0 1 ty — My M, 0 0 3 ty — Ms
M1 2 0 t2 4 M2 M2 2 1 0 t1 4 M3
tz — M4
M2 1 1 t1 —> M3
M3 1 1 1 ty — Ms
M3 3 0 t2 4 M4 t2 — MO
My 2 1 ty — Mg M, 2 0 1 ty — Mg
Ms 4 0 t, — Mg Ms 0 1 2 ty — My
Mg 3 1 t = My
Mg 1 2 0 ty > My
t2 - M3
M; 0 2 1 t; — Ms

* Erreichbarkeitsgraph: . ;
* Erreichbarkeitsgraph:

Mg — My — M2 — My —» M, — M; —» . ..



Netzdynamik

¢ Beispiel: S/T-Netz

Bei einem schlingenfreien S/T-Netz sind S, T, F und W — abgesehen von den
Knotennamen — durch die Inzidenzmatrix eindeutig bestimmt.

-1 0 0
-1 1
c= -1 2
0 0 0
ty
S2 S3 ty
O—
2 2
S1 t4 ts
S4

Beachte: Schlingen tauchen nur mit der Differenz ihrer Kantengewichte in C auf!

* Bemerkung:

Da Cj; beschreibt, um wieviel sich die Markenzahl von s; bei einer Schaltung von
tj andert, entspricht die Spalte C.;von C gerade der Verénderung der Markierung
bei einer Schaltung von t:

M[t>M' =M =M+ C,

8.

Netzdynamik (2)

Def. 11: Inzidenzmatrix C eines S/T-Netzes

Sei N ein S/T-Netz. Die zu N gehdérige Inzidenzmatrix C ist definiert durch®

W(t, ) wenn (t, s) & F\F’
Cy:= -W(sj, t) wenn (s;, t) e F\F”’
W(t, ;) -W(s;, t) wenn (t, s) € F A F!
0 sonst
furv1<i<m,1<j<n
Bemerkung:

Cjj zeigt jeweils an, wie sich die Markenzahl von s; durch ein Schalten von t;
vergroRert oder verringert.

Bei schlingenfreien Netzen kénnen jeweils die Einschrankungen \F " und
der Fall F ~ F*' entfallen.

Def. 12: Haufigkeitsvektor

Jeder Schaltfolge w kann der Haufigkeitsvektor oder Parikh-Vektor

#(t»] , W)

2|
I

#(tn,. w)

der Haufigkeiten des Vorkommens der t;in w zugeordnet werden.

Bemerkung:

Nicht jede Folge von Transitionen ist eine Schaltfolge. Ist eine Transitionenfolge
Schaltfolge, so ist eine Permutation davon nicht notwendigerweise eine Schaltfol-
ge. Ist sie aber eine Schaltfolge, so fihrt sie zur gleichen Markierung.

F'={(x,y)|(y.x) € F}



Netzdynamik (3) Lebendigkeit

* Beispiel: S/T-System mit Markierung M, e Def. 13: Lebendigkeit

to Eine Transition t eines S/T-Systems Y = (N, Mg) heiRt aktivierbar, wenn sie
s N unter mindestens einer Folgemarkierung aktivierbar ist:
S3 4
@_»D IMq e [M0> s M¢[t>.
2 2
$4 t1 t3

Ein S/T-System Y = (S, T, F, K, W, Mg) hei3t Deadlock-frei oder schwach

lebendig, wenn unter jeder erreichbaren Markierung mindestens eine
Transition aktiviert ist:

S4 V My e [Mp>: 3 te T: My[t>.
1 0 1 Es heifit lebendig oder stark lebendig, wenn aus jeder erreichbaren
M =Mg+C.,= g + '11 - g Markierung jede Transition aktivierbar ist:
) X ] VM e [Mg>: Ve T:3Moe [My>: My[t>.

Es heifdt tot, wenn keine Transition (unter keiner Folgemarkierung) aktiviert ist:

[_nkue Markierung M’ nach Schalten von t, Vte T: = M[t>

Satz 1: In einem S/T-System erzeugen alle Schaltfolgen, die Permutationen ei- « Beispiel
ner festen Schaltfolge sind, die gleiche Folgemarkierung.

3 Y4 Y2
B 2
Beispiel:w=t1 t2t1 t4t1 t2 = w = 0
1
A A 0 0 0 3\ /4 1 D
[ 3 2 1 1 0 2 [3 4 7 v v v
Mw=M;+Cw=| 2 [Fl 0 1 -1 2|07 2]* 0[] 2 ’ N °
1 00 0 0 1) \u 0 1 @"D

Satz 2: Ist w eine Schaltfolge auf einem S/T-System (N, Mg), so gilt:

Mo[w> = Mgw = M, + Cw

8-35 8-36



Sicherheit

¢ Def. 14: Sicherheit/Beschréanktheit eines Systems

Seien Y = (S, T, F, K, W, Mg) ein S/T-Systemund B: S — [Ny U { = } eine
Abbildung, die jeder Stelle eine ,kritische Markenzahl* zuordnet.
Y heil3t B-sicher bzw. B-beschrankt, wenn

VMe [Myg>,se S:M(s)<B(s).
Man spricht von 1-sicher, 2-sicher usw., wenn B = 1, B = 2 usw. Y heil3t
beschrankt, wenn es eine natirliche Zahl b gibt, fir die Y b-sicher ist.

¢ Anwendungsbeispiel

Modell der Ampelphasen fir eine Kreuzung. Bei jeder der beteiligten Strallen
sollen die Ampeln in beiden Richtungen stets gleich geschaltet sein. Es sol-
len nie beide StralRen gleichzeitig GRUN haben.

S/T-Systeme mit individuellen Marken
(iM-S/T-Systeme)

e Oberbegriff: ,,Hohere“ Petrinetze

- Merkmal: Den Marken werden Werte zugeordnet, so dass sie sich
unterscheiden und man mit ihnen rechnen kann

- Typischerweise wird auch in den Schaltregeln Bezug auf den aktuellen
Wert der Marken genommen

- Dadurch ergeben sich auch komplexere Kantengewichte

¢ Viele ,,Varianten”9

- Pradikat-Transitions-Systeme
- Produktnetze

- Coloured Nets

- Relationennetze

- Numerical Petri Nets

- Predicate-Event Nets

- P-Nets

[ Wir skizzieren hier nur die Grundidee einiger wichtiger Verfahren
anhand von Beispielen

9. B. Baumgarten: Petri-Netze — Grundlagen und Anwendungen, 2. Auflage,
Spektrum Akademischer Verlag, 1996
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iM-S/T-Systeme (2) iM-S/T-Systeme (3)

* Individuelle Marken * Es sind i. allg. mehrere Schaltmoéglichkeiten gegeben
Sie kbnnen —mussen aber nicht — voneinander verschieden sein. Die Vorgehens- - Schaltmdglichkeit 1
weise ist abhangig vom zu modellierenden Realsystem s

t
X 1 S3

t X1 2 X9 A X4
S3 Xo = X3 A
X4 = X1 -Xo
4>( ) S2
Xo+X3

i

AV

* ,,Benennung” verbrauchter und erzeugter Marken durch ,,Variablennamen* B
- Schaltmdglichkeit 2

Sq S4
t
Xq ! 3 X4 t S3
X4 X1 2Xp A X4
Xo = X3 A
So s X4 = X1 - X2
Xp+X3 Xo+Xs
* Formulierung von Schaltbedingungen mit Hilfe der ,Variablennamen*“
S1
tq * Variationen
X4 S3
§1 %’)((22 X4 - Zusatzlich lassen sich Restriktionen an den Stellen spezifizieren
2 = X3 >
sy X4 = X1 - % - Insgesamt ergibt sich eine grolRe Vielfalt an verschiedenen Gestaltungs-
Xp+X3 moglichkeiten und Semantiken



iM-/S/T-Systeme — Dining Philosophers iM-/S/T-Systeme — Dining Philosophers (2)

* Dining Philosophers am gedeckten Tisch * Dining Philosophers als S/T-System (B/E-System)
<0

2
v - Entfaltung des hdheren Netzes

9
- € p2D ’ 5
S P3
o ® O
P1 ' ‘ n3
¢ Modellierung der Dining Philosophers durch ein hoheres Petrinetz ° ‘
- Beispiel fir S/T-System mit individuellen Marken “ g
4

n g2 v h2 hs °

r(p) = gj
1(Pi) = 9(i+1 mod 5)
<I(p)>+<r(p)> <p> hy
E ”’ e
(o) hg /

<l(p)>+<r(p)> <p> \
r(p;) = gi PoE ‘

<p>

I(Pi) = 9(i+1 mod 5) 90
h
No
Legende: D C:B‘/
D denkende Philosophen n  Gabeln nehmen Po
G freie Gabeln h  Gabeln hinlegen
E essende Philosophen
- Markierung des Netzes - lllustration von Lebendigkeits- und Fairnessfragen

+ Philosoph p, ift, die anderen denken
+ Gabeln gg, g4 und g4 sind frei

- aber: 6konomischere Darstellung im héheren Netz

8 - 41 8- 42



Pradikat/Transitions-Systeme
(Pr/T-Systeme)

Pr/T-Systeme

sind eine spezielle Form von iM-S/T-Systemen und besitzen eine enge
Beziehung zum Relationenmodell

lassen sich als (einfachstes) Erklarungsmodell fiir Workflows heranziehen

Stellen werden durch Relationen dargestellt und
Markierungen durch Tupel verkorpert

Transitionen aktualisieren Relationen, d. h., sie lesen und schreiben Tupel.
Sie kénnen beispielsweise durch Anderungen in Relationen (Stellen) tiber
Trigger-Mechanismen augeldst werden

Beispiel

Stelle

O

FLUGBUCHUNG (FLUG #, NAME, DATUM, PREIS)

- Markierung einer Stelle

FLUGBUCHUNG FLUG # NAME DATUM PREIS
123 Mayer 01.05. 1500
136 Miiller 21.06. 1250
72 Schmitt 15.04. 970
234 Schulte 09.06. 820
- Transition
Buche_Flug FLUGBUCHUNG

Pr/T-Systeme (2)

e Pr/T-Netz Flugbuchung

BUCHUNGS-
AUFTRAG

FP>0A | <F#N,D, P>_©
FP’' = FP-1 .

FLUG-
BUCHUNG
FLUG
¢ Beispiel: Durchfiihrung von Flugbuchungen
BUCHUNGS-| FLUG# NAME DATUM FLUG- FLUG # NAME DATUM PREIS

AUFTRAG BUCHUNG

136 Abel  10.09.

FLUG | FLUG# FREIE_PLATZE DATUM PREIS

123 5 10.07. 1500
234 10 20.07. 820
8- 44



Zusammenfassung

* Petrinetze zielen auf die Modellierung und auf die Evaluierung
von nebenldufigen Systemen ab

- lhre graphische Darstellung erlaubt eine Veranschaulichung insbesondere

des Kontrollflusses

- Petrinetze stellen zunachst uninterpretierte Modelle dar, d. h., Stellen

und Transitionen tragen keine Bedeutung. Fir eine bestimmte Modellierung

kann durch Beschriftung ein Anwendungsbezug hergestellt werden

- Die Zusammenfassung von stellen- bzw. transitionsberandeten Teilnetzen
ermoglicht eine modulare Modellierung mit einer Vergroberung/Verfeinerung

des Netzes

¢ Schalten in Petrinetzen

- Ereignisse miissen aktiviert sein, bevor das Schalten einer Transition
erfolgen kann

- Das Schalten von Ereignissen ist nichtdeterministisch und “zeitlos”

* Wichtige Systemklassen

- B/E-Systeme dienen der Modellierung von Systemen, in denen nur das
Gelten oder Nichtgelten von Bedingungen interessiert

- aM-S/T-Systeme erlauben die Spezifikation von Stellenkapazitaten,
Kantengewichten und Anfangsmarkierung

- Es wurden viele Variationen von Systemklassen vorgeschlagen,
die steigende Komplexitat, aber auch gréRere Flexibilitat aufweisen

- Pr/T-Systeme erlauben die Generierung von (einfachen) Workflows

Zusammenfassung (2)

Petrinetze zielen auf die Modellierung und auf die
Evaluierung von nebenlaufigen Systemen ab

- In praktischen Anwendungen kdnnen sehr komplexe Systeme auftreten

- Viele Untersuchungen beschéaftigen sich mit vereinfachten,
aber ungenaueren Verfahren

- Es gibt aber auch viele Ansatze zur formalen Analyse

Einige Fragestellungen (die nicht weiter vertieft werden kénnen)

- Deadlock

» Gibt es eine Markierung, nach deren Erreichen keine Folgetransition
mehr schalten kann?

+ Gibt es Markierungen, die nur im Nachbereich von Transitionen
auftreten?

+ Es sind angepasste Graphalgorithmen erforderlich!

- Lebendigkeit

» Gibt es von jeder erreichbaren Markierung aus einen Weg zu jeder
Transition?

» Es sind angepasste Graphalgorithmen erforderlich

- Invarianten

+ Ist die Zusicherung von Eigenschaften (wie minimale/maximale Anzahl

von Marken) gewahrleistet?

» Es ist eine komplexe mathematische Behandlung (Matrixdarstellung
des S/T-Systems, Lésen von Ungleichungssystemen) erforderlich
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